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1 次の問に答えよ。

(1) x; yが正の実数で, logx y = t とするとき, logy

x3

y4
を tで表せ。

(2) 連立不等式

0 < x < 1; 0 < y < 1; (logx y)2 + logy

x3

y4
5 0

の表す領域を, xy平面上に図示せよ。

[ 解答例 ]

(1) x; yは対数の底なので x; y 6= 1である。このとき, logy

x3

y4
= 3 logy x � 4 =

3

logx y
� 4 =

3

t
� 4となる。

(2) (logx y)2 + logy

x3

y4
5 0を tで表すと

t2 +
3

t
� 4 5 0

となる。0 < x < 1; 0 < y < 1のとき log x < 0; log y < 0 なので t = logx y =
log y

log x
> 0であるから両辺に tをかけて

t3 � 4t + 3 5 0

となる。t3 � 4t + 3 = (t � 1)

 
t +

1 +
p

13

2

! 
t +

1 �
p

13

2

!
なので

�1 +
p

13

2
> 1に注意すると

1 5 t(= logx y) 5 �1 +
p

13

2

となる。0 < x < 1なので xtは tに関して単調減少関数であるから

x = y = x
�1+

p
13

2 (0 < x; y < 1)

となる。f(x) = x
�1+

p
13

2 とおく。
�1 +

p
13

2
> 1なので x > 0のとき f 0(x) > 0かつ f 00(x) > 0となるので, f(x)は下に

凸の単調増加関数である。

この領域を図示すると,下図のようになる。ただし, 境界線は含むが, 点 (0; 0), (1; 1)は除く。
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2 iを虚数単位とし, f(z) =
z � 1

z + 1 + i
とする。複素数 zn (n = 1; 2; � � � )は

z1 = i; zn+1 = f(zn) (n = 1; 2; � � � )

を満たしているとする。このとき次の問に答えよ。

(1) 虚部が正となる複素数 �で f(�) = � となるものを求めよ。

(2) nが奇数のとき, znは虚部が正である純虚数であることを示せ。

(3) jznjを znの絶対値とするとき, 数列 fjznjgの極限を求めよ。

[ 解答例 ]

(1) �は虚部が正なので, � 6= �1 � iである。さらに, � = f(�) =
� � 1

� + 1 + i
をみたすので，�2 + i� + 1 = 0となる。

� = a + bi (a; b は実数で b > 0)とおき, �2 + i� + 1 = 0 に代入し,整理すると (a2 � b2 � b + 1) + a(2b + 1)i = 0とな

る。b > 0より 2b + 1 6= 0 であるから a = 0 となり, �b2 � b + 1 = 0となる。これを解いて, b =
�1 +

p
5

2
すなわち,

� =
�1 +

p
5

2
iとなる。

(2) w = 1 + iとおく。このとき, n = 1; 2; � � � に対し,

zn+2 = f(zn+1) =
zn+1 � 1

zn+1 + w
=

f(zn) � 1

f(zn) + w
=

zn�1
zn+w � 1
zn�1
zn+w + w

=
zn � 1 � zn � w

zn � 1 + wzn + w2
=

�(1 + w)

(w + 1)zn + (w + 1)(w � 1)
=

�1

zn + i

となる。

mを自然数とするとき, z2m�1は虚部が正である純虚数であることを示せばよい。このことを数学的帰納法を用いて示

す。m = 1のとき z2�1�1 = z1 = iは虚部が正の純虚数である。次に, m = 1として, z2m�1 = ki (k > 0)とすると，上の式

より

z2(m+1)�1 = z2m+1 =
�1

z2m�1 + i
=

�1

ki + i
=

1

k + 1
i

となり z2(m+1)�1は虚部が正の純虚数となる。よって, すべての自然数mについて, z2m�1は虚部が正の純虚数となる。

(3) 先ず，an = jz2n�1j (n = 1; 2; � � � ) として数列 fangを定義すると (2)より an+1 =
1

an + 1
をみたす。もし，fang

が極限値 aをもつとすると両辺の極限をとって a =
1

a + 1
をみたす。すなわち a2 + a � 1 = 0で a = 0に注意すると

a =
�1 +

p
5

2
となる。実際 aが fangの極限値であることを示す。今,

jan � aj =

���� 1

an�1 + 1
� 1

a + 1

���� =

���� a � an�1

(an�1 + 1)(a + 1)

����
5 1

a + 1
jan�1 � aj 5 � � � 5

�
1

a + 1

�n�1

ja1 � aj =

�
1

a + 1

�n�1

j1 � aj

であるが, a > 0より 0 <
1

a + 1
< 1であるので n ! 1のとき

�
1

a + 1

�n�1

j1 � aj ! 0 となる。したがって lim
n!1

an = a

となり， lim
n!1

jz2n+1j = aがわかる。

x > 0のとき jf(xi)jが xの連続関数であることと (1)より f(ai) = aiに注意すると

lim
n!1

jz2nj = lim
n!1

jf(z2n�1)j = lim
n!1

jf(an�1i)j = jf(ai)j = a

となる。以上より，

lim
n!1

jznj = a =
�1 +

p
5

2

となる。
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3 関数 f(x)を

f(x) =

8>><>>:
1 (x = 0)

sin x

ex � 1
(x 6= 0)

で定義する。次の問に答えよ。

(1) 正の実数 xに対して, x2; (ex � 1)2; 2(xex � ex + 1) の間の大小関係を求めよ。

(2) f(x)が x = 0で微分可能であることを示せ。

(3) x = 0 における f(x) の微分係数を求めよ。

[ 解答例 ]

(1) x > 0のとき, x2 < 2(xex � ex + 1) < (ex � 1)2が成り立つことを以下で示す。

F (x) = (ex � 1)2 � 2(xex � ex + 1), G(x) = 2(xex � ex + 1) � x2とおく。 F (0) = G(0) = 0であるので, x > 0のとき,

F 0(x) > 0, G0(x) > 0を示せばよい。まず, F 0(x) = 2ex(ex � 1 � x)である。2ex > 0であり, (ex � 1 � x)0 = ex � 1 より,

x > 0のとき, (ex � 1 � x) > 0 がわかる。従って F 0(x) > 0となる。一方, G0(x) = 2x(ex � 1)となり, x > 0のとき, 2x

と ex � 1は正なのでG0(x) > 0となる。

(2) 関数 g(x), h(x)を

g(x) =

8>><>>:
1 (x = 0)

sin x

x
(x 6= 0)

h(x) =

8>><>>:
1 (x = 0)

x

ex � 1
(x 6= 0)

で定義する。このとき,

lim
x!0

sin x

x
= 1 = g(0); lim

x!0

x

ex � 1
= lim

x!0

�ex � e0

x

��1
= (e0)�1 = 1 = h(0);

lim
x!0

sin x

ex � 1
= lim

x!0

sin x

x
� x

ex � 1
= 1 = f(0)

であるので, f(x), g(x), h(x)は x = 0で連続であり, f(x) = g(x)h(x)が成り立つ。よって, f(x)が x = 0で微分可能であ

ることを言うためには, g(x)と h(x)がそれぞれ x = 0で微分可能であることを示せば十分である。

g(x)の x = 0における微分可能性 x 6= 0のとき,
g(x) � g(0)

x
=

sin x
x � 1

x
となる。 0 < x <

�

2
のとき, 1 >

sin x

x
> cos x

なので 0 = sin x

x
� 1 = cos x � 1であり, lim

x!+0

cos x � 1

x
= lim

x!+0

cos x � cos 0

x
= � sin 0 = 0であるので, はさみうちの原

理から, lim
x!+0

sin x
x � 1

x
= 0が従う。また lim

x!�0

sin x
x � 1

x
= lim

t!+0
�

sin t
t � 1

t
= 0 となる。よって, g(x)は x = 0で微分可能

であり, g0(0) = 0が成り立つ。

h(x)の x = 0における微分可能性 h(x)は x 6= 0で微分可能であるので平均値の定理より, 任意の x 6= 0に対して,

h(x) � h(0)

x
= h0(�(x)x)を満たす 0 < �(x) < 1が存在する。よって, h(x)が x = 0において微分可能であること, すな

わち極限 lim
x!0

h(x) � h(0)

x
が存在することを示すためには, 極限 lim

x!0
h0(x)が存在することを示せばよい。x 6= 0のとき,

h0(x) =
� x

ex � 1

�0
= �xex � ex + 1

(ex � 1)2
となる。また, lim

x!0

x2

(ex � 1)2
= lim

x!0

� x

ex � 1

�2
= 1; lim

x!0

(ex � 1)2

(ex � 1)2
= 1 であるので,

(1)で示した不等式と同様に x 5 0のとき, x2 = 2(xex � ex + 1) = (ex � 1)2 が成立することに注意すると,はさみうちの

原理より,

lim
x!�0

�xex � ex + 1

(ex � 1)2
= lim

x!+0
�xex � ex + 1

(ex � 1)2
= �1

2

が成り立つ。よって, 極限 lim
x!0

h0(x)が存在することが示された。

(3): (2)より, g0(0) = 0, h0(0) = �1

2
となる。よって,

f 0(0) = g0(0)h(0) + g(0)h0(0) = 0 � 1 + 1 �
�

�1

2

�
= �1

2

となる。



[別解] x 6= 0のとき, f(x) =
sin x

ex � 1
は微分可能である。また, lim

x!0

sin x

ex � 1
= lim

x!0

sin x

x

x

ex � 1
= 1 = f(0)となる。よって,

ロピタルの定理より,もしも極限 lim
x!0

f 0(x)が存在するならば,極限 lim
x!0

f(x) � f(0)

x
も存在し, lim

x!0

f(x) � f(0)

x
= lim

x!0
f 0(x)

が成り立つ。x 6= 0のとき,

lim
x!0

f 0(x) = lim
x!0

(ex � 1) cos x � ex sin x

(ex � 1)2
= lim

x!0

�(ex � 1) sin x � ex sin x

2(ex � 1)ex

= � lim
x!0

�sin x

2ex
+

sin x

2(ex � 1)

�
= � lim

x!0

sin x

2(ex � 1)
= � lim

x!0

cos x

2ex
= �1

2

となる。ただし, 2つ目と 5つ目の等号はロピタルの定理により成り立つ。以上より, f(x)が x = 0で微分可能であること

が示された。また, f 0(0) = �1

2
となる。
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